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Re´sume´
Nous construisons trois familles de formes automorphes au moyen du the´ore`me de
Riemann-Roch arithme´tique et de la formule de Lefschetz arithme´tique. Deux de ces
familles ont de´ja` e´te´ construites par Yoshikawa et notre construction met en lumie`re
leur origine arithme´tique.
1 Introduction
Le but de ce texte est de donner une interpre´tation arithme´tique et ge´ome´trique a`
trois familles de formes automorphes d’expression analytique. Plus pre´cise´ment, on
de´montre que ces formes automorphes sont alge´briques et entie`res, lorsque les espaces-
sous jacents ont des mode`les entiers.
La premie`re est la famille de formes modulaires de Siegel construite par Yoshikawa
dans [22]. Notre calcul de´montre une version le´ge`rement affaiblie d’une conjecture de
Yoshikawa sur les coefficients de Fourier de ces formes modulaires. La deuxie`me est
la famille de formes modulaires d’Igusa « produit des theˆta constantes paires ». La
troisie`me est la famille de formes automorphes a` coefficients sur certains espaces de
modules de surfaces K3 a` coefficients ; lorsque l’involution est sans point fixe, elles
co¨ıncident avec certaines fonctions Φ de Borcherds (cf. [23, Sec. 8]). Cette famille
de formes est construite par Yoshikawa dans [23, Th. 5.2]. Notre calcul de´montre en
particulier que les fonctions Φ ci-dessus sont d’origine arithme´tique.
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Dans l’appendice, nous formulons une extension conjecturale de la formule de Lefschetz
arithme´tique, ou` des irre´gularite´s sont autorise´es sur les fibres finies. Cette formule
n’est pas applique´e dans le pre´sent texte mais elle repre´sente un moyen the´orique
d’e´tudier la de´ge´ne´rescence de la deuxie`me forme modulaire de Yoshikawa lorsqu’on
conside`re une surface K3 avec involution de´finie sur un corps de nombres et ayant
mauvaise re´duction en certaines places finies.
Dans ce texte, nous utiliserons librement la terminologie et les re´sultats e´nonce´s dans
la section 4 de [12] (article dans lequel la formule de Lefschetz arithme´tique mentionne´e
plus haut est de´montre´e). Par ailleurs, nous utiliserons la terminologie et les re´sultats
de [6] (article dans lequel le the´ore`me de Riemann-Roch arithme´tique en degre´ 1 est
de´montre´).
L’objet du pre´sent texte est de pre´senter des calculs. Pour une introduction au the´ore`me
de Riemann-Roch arithme´tique et a` la formule de Lefschetz arithme´tique, nous sugge´rons
de consulter les articles originaux cite´s dans le dernier paragraphe, ainsi que [9] ou en-
core les notes [18].
Remerciements. Une partie de ce travail a e´te´ re´alise´e alors que le premier auteur
e´tait professeur invite´ au R.I.M.S. (Universite´ de Kyoto). Il lui est tre`s agre´able de
remercier cette institution pour son hospitalite´ et les conditions de travail exception-
nelles dont il a pu be´ne´ficier. Nos remerciements vont e´galement a` K.-I. Yoshikawa,
pour toutes les explications qu’il nous a fournies sur ses travaux.
2 Les formes modulaires de Yoshikawa de pre-
mier type
Soit S le spectre d’un anneau arithme´tique. Soit B une varie´te´ arithme´tique sur S.
Dans ce texte, on appellera varie´te´ arithme´tique sur S un sche´ma inte`gre et re´gulier,
qui est quasi-projectif sur S. Soit π : A → B un sche´ma abe´lien de dimension relative
g. Soit h : Θ → B un morphisme lisse et propre de dimension relative g − 1 et
θ : Θ →֒ A une B-immersion ferme´e. On suppose que O(Θ) est un fibre´ relativement
ample et que le degre´ de O(Θ) est g! sur chaque fibre ge´ome´trique de A/B. Une
hypothe`se e´quivalente est que la caracte´ristique d’Euler de O(Θ) vaut 1 sur chaque
fibre ge´ome´trique de A/B.
Nous noterons TΘ := Ω∨Θ/B et TA := Ω
∨
A/B . Nous e´crirons u : B → A pour la
section unite´ et TA0 pour u
∗TA. Nous e´crirons aussi ω := u∗ det(ΩA/B). On note
O(Θ) le fibre´ O(Θ) muni de sa me´trique de Moret-Bailly (voir [14, Par. 3.2]) et on
pose L := O(Θ) ⊗ π∗u∗O(Θ)∨. La forme 2π · c1(L) de´finit une structure de fibration
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Ka¨hlerienne sur A au sens de [3, Par. 1]. Soit N le fibre´ conormal de l’immersion θ.
Le morphisme de Gauss est de´fini de la manie`re suivante. Le morphisme naturel TΘ →֒
θ∗TA induit un morphisme Θ→ Gr(g−1, θ∗TA). Utilisant les isomorphismes naturels
Gr(g − 1, θ∗TA) ≃ θ∗Gr(g − 1,TA), Gr(g − 1, π∗TA) ≃ π∗Gr(g − 1,TA) et TA ≃
π∗TA0, on obtient un morphisme naturel Θ → h
∗Gr(g − 1,TA0). Si l’on compose
ce dernier avec la projection naturelle de h∗Gr(g − 1,TA0) = Gr(g − 1,TA0) ×B Θ
sur le premier facteur, on obtient le morphisme de Gauss γ : Θ → Gr(g − 1,TA0).
On note p : P := Gr(g − 1,TA0)→ B l’application structurale. Pour la de´finition de
Gr(·, ·) voir [5, App. B.5.7]. On notera
E : 0→ E → p∗TA0 → Q→ 0
la suite exacte universelle sur P . Si l’on munit p∗TA0 de la me´trique image re´ciproque
de celle de TA0 et les fibre´s E et Q des me´triques induites, on obtient a` partir de E
une suite exacte me´trise´e que nous noterons E .
Lemme 2.1. Le morphisme de Gauss est ge´ne´riquement fini de degre´ g!.
Preuve. Le fait que le morphisme de Gauss est ge´ne´riquement fini (ou autrement
dit, qu’il induit une extension finie de corps de fonctions κ(Θ)|κ(Gr(g − 1,TA0))) est
de´montre´ dans [1, Th. 4]. Pour calculer son degre´, nous conside´rons le calcul suivant
dans la the´orie de Chow de A :
g!
(1)
= π∗(c1(O(Θ))
g) = π∗(θ∗(1)c1(O(Θ))
g−1)
(2)
= h∗(c1(θ
∗(O(Θ)))g−1)
(3)
= h∗(c1(N
∨)g−1)
(4)
= p∗γ∗(γ
∗(c1(Q)
g−1))
(5)
= deg(γ)p∗(c1(Q)
g−1)
= deg(γ).
L’e´galite´ (1) est justifie´e par le the´ore`me de Riemann-Roch (applique´ au morphisme
π et au fibre´ O(Θ)), l’e´galite´ (2) est justifie´e par la formule de projection, l’e´galite´ (3)
est justifie´e par la formule d’adjonction, l’e´galite´ (4) est une conse´quence la de´finition
de P et pour finir (5) est une conse´quence du fait que le degre´ de O(1) sur un espace
projectif au-dessus d’un corps vaut 1. Q.E.D.
Nous appliquons maintenant le the´ore`me de Riemann-Roch arithme´tique a` Θ.
Lemme 2.2. Les e´galite´s suivantes
ĉ1(R
•h∗(OΘ)) = (−1)
g ĉ1(R
0π∗(Ω
g
A)) + log(
g(g − 2) · · · (1 + (1 + (−1)g)/2)
(g − 1)(g − 3) · · · (1 + (1− (−1)g)/2)
)
= (−1)g+1ĉ1(TA0) + log(
g(g − 2) · · · (1 + (1 + (−1)g)/2)
(g − 1)(g − 3) · · · (1 + (1− (−1)g)/2)
)
sont ve´rifie´es.
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Preuve. Soit M une varie´te´ Ka¨hlerienne de dimension g et de forme de Ka¨hler ω.
Soit k > 0 et soit ν ∈ Hk(M,OM ). On dispose de la formule suivante :
|ν|2L2 :=
ik(−1)k(k+1)/2
(2π)g(g − k)!
∫
M
ν ∧ ν ∧ ωg−k. (1)
Voir [13, Par. 2.3]. Par ailleurs, conside´rons la suite exacte longue de cohomologie
0 → R0π∗O → R
0h∗OΘ → 0
→ R1π∗O → R
1h∗OΘ → 0
→ · · · →
0 → Rg−1π∗O → R
g−1h∗OΘ → R
gπ∗O(−Θ)
⋆
−→ Rgπ∗O → 0
ne´e de la suite exacte
0→ O(−Θ)→ O → OΘ → 0.
On remarque aussi que la fle`che ⋆ est un isomorphisme car Rgπ∗O est localement libre
de rang 1. Toutes les fle`ches reliant deux objets non-nuls dans la suite exacte longue
sont donc des isomorphismes. En particulier les faisceaux de cohomologie Rkh∗OΘ sont
localement libres. De plus, en comparant la formule (1) sur les fibres de A(C) et sur
les fibres de Θ(C), on conclut que pour tout entier k tel que 0 6 k 6 g − 1, on a
ĉ1(R
kπ∗(OA)) = ĉ1(R
kh∗(OΘ))− log(g − k). (2)
On utilise´ ici le fait que la forme de Ka¨hler sur les fibres est donne´e par 2π · c1(O(Θ)).
Si l’on combine cette dernie`re e´galite´ avec l’e´galite´
ĉ1(R
•π∗(OA)) = 0 (3)
on obtient la premie`re e´galite´ du lemme. L’e´galite´ (3) est une conse´quence imme´diate
du the´ore`me de Riemann-Roch arithme´tique applique´ a` π et OA et de l’annulation
de la torsion analytique du fibre´ trivial d’une varie´te´ abe´lienne de dimension > 2 (cf.
[17, Par. 5, p. 173]). La deuxie`me e´galite´ du lemme est une conse´quence de la formule
de projection. Q.E.D.
On suppose dore´navant queO(Θ) satisfait a` l’hypothe`se du dernier lemme. Le the´ore`me
de Riemann-Roch arithme´tique applique´ a` h et au fibre´ hermitien trivial sur Θ donne
l’e´galite´ suivante dans ĈH
61
(B)Q :
ĉh(R•h∗OΘ)− T (Θ,OΘ) = h∗(T̂d(Th))−
∫
Θ/B
R(Th)Td(Th)
= g! p∗(T̂d(E))− g!
∫
P/B
R(E)Td(E)
= g!
∫
P/B
Td−1(Q)T˜d(E) + g! p∗(T̂d
−1
(Q)T̂d(p∗TA0))
− g!
∫
P/B
R(E)Td(E).
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Remarquons a` pre´sent que pour tout k > 0, on a
T̂d
−1
(Q)[k] = −
(−1)k+1
(k + 1)!
ĉ1(Q)
k
(on rappelle que par de´finition Td−1(x) = (1−exp(−x))/x). Par ailleurs, selon [15, Par.
8.2]
p∗(ĉ1(Q)
g)) = [
g−1∑
l=1
Hl] + ĉ1(TA0);
ici Hl :=
∑l
k=1
1
k est le l-e`me nombre harmonique. On peut maintenant calculer
g! p∗(T̂d
−1
(Q)T̂d(p∗TA0))
[61]
= −g! (1 +
1
2
ĉ1(TA0)) ·
((−1)g
g!
deg(Q) +
(−1)g+1
(g + 1)!
(ĉ1(TA0) + [
g−1∑
l=1
Hl])
)
= −g! (1 +
1
2
ĉ1(TA0)) ·
((−1)g
g!
+
(−1)g+1
(g + 1)!
(ĉ1(TA0) + [
g−1∑
l=1
Hl])
)
= −(1 +
1
2
ĉ1(TA0)) ·
(
(−1)g +
(−1)g+1
(g + 1)
(ĉ1(TA0) + [
g−1∑
l=1
Hl])
)
Si l’on combine ce dernier calcul avec le Lemme 2.2, il vient
T (Θ,OΘ) = −g!
∫
P/B
Td−1(Q)T˜d(E)
− (−1)g(
g + 3
2g + 2
)ĉ1(TA0)−
(−1)g
(g + 1)
g−1∑
l=1
Hl
+ g!
∫
P/B
R(E)Td(E)− log(
g(g − 2) · · · (1 + (1 + (−1)g)/2)
(g − 1)(g − 3) · · · (1 + (1− (−1)g)/2)
).
Enfin, on a le
Lemme 2.3. L’e´galite´
∫
P/B
Td−1(Q)T˜d(E) = (−1)g
[ g
2
−1]∑
p=0
ζQ(−1− 2p)
(2p + 1)! (g − 2p− 1)!
H2p+1
est ve´rifie´e.
Ici ζQ(·) de´signe la fonction zeˆta de Riemann.
Preuve. Il suffit de de´montrer l’e´galite´ dans le cas ou` S = Spec C et B est un point.
Nous le supposerons donc pendant la preuve du lemme.
A` toute se´rie formelle syme´trique φ on peut associer une classe caracte´ristique encore
note´e φ et une classe secondaire de Bott-Chern φ˜ comme dans [7, §1].
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D’apre`s le the´ore`me fondamental des fonctions syme´triques, pour tout fibre´ vectoriel
F la classe φ(F ) s’exprime comme combinaison line´aire finie des classes de Chern de
F :
φ(F ) =
∑
φi1,...,ikci1(F ) · · · cik(F ).
Soit F une suite exacte courte de fibre´s vectoriels hermitiens sur une varie´te´ complexe
X :
F : 0→ F
′
→ F → F
′′
→ 0
telle que les me´triques sur F ′ et F ′′ sont induites par celle sur F . On de´duit de cette
dernie`re proprie´te´ que c(F
′
⊕ F
′′
) = c(F ) en tant que formes, ce qui en appliquant
[7, Proposition 1.3.1] a` chacun des termes monomiaux de :
φ˜(F) =
∑
φi1,...,ik ˜ci1 · · · cik(F),
montre dans A˜(X) := A(X)/(Im ∂ + Im ∂) l’e´galite´ :
φ˜(F) =
∑
φi1,...,ik
k∑
q=1
ci1(F ) · · · ciq−1(F ) · c˜q(F) · ciq+1(F ) · · · cik(F ).
Appliquons ce qui pre´ce`de pour la classe de Todd et la suite exacte universelle E . Il
vient, en remarquant de plus que c(p∗TA0) = 1, l’e´galite´ :
T˜d(E) =
g∑
k=1
Tdk c˜k(E).
On sait par ailleurs [11, p.14 Remark 2] que Tdk = Td1,...,1 (k fois). On peut donc
e´crire :
T˜d(E) =
1
2
c˜1(E) +
g∑
k=2
Bk
k!
c˜k(E),
ou` Bk = −k ζQ(1− k) pour k > 2 est le k-ie`me nombre de Bernoulli.
On tire de [8, Proposition 5.3] que c˜1(E) = 0 et que pour 2 6 k 6 g on a :
c˜k(E) = (−1)
k−1Hk−1 c
k−1
1 (Q),
ou` Hk−1 est le (k − 1)-ie`me nombre harmonique.
Mettant ce qui pre´ce`de bout-a`-bout en tenant compte de la nullite´ des nombres B2p+1
pour p > 0, on peut finalement e´crire :∫
Pg−1(C)
Td−1(Q)T˜d(E)
=
∫
Pg−1(C)

∑
q>0
(
−c1(Q)
)q
(q + 1)!

 [
g
2
−1]∑
p=0
ζQ(−1− 2p)
(2p + 1)!
H2p+1 c
2p+1
1 (Q)
=(−1)g
[ g
2
−1]∑
p=0
ζQ(−1− 2p)
(2p + 1)! (g − 2p− 1)!
H2p+1.
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Q.E.D.
Enfin, en utilisant la suite exacte universelle E , on calcule que∫
P/B
R(E)Td(E) = −
∫
P/B
R(Q)Td−1(Q) =
=
∫
P/B
((∑
l>0
(−1)l+1
xl
(l + 1)!
)
·
( ∑
m>1, m impair
(2ζ ′Q(−m) +HmζQ(−m)) ·
xm
m!
))
ou` l’on a pose´ x = c1(Q). Ainsi
∫
P/B
R(E)Td(E) = −
[ g
2
−1]∑
k=0
(−1)g−2k
2ζ ′Q(−1− 2k) + ζQ(−1− 2k)H2k+1
(2k + 1)!(g − 2k − 1)!
.
Le the´ore`me suivant re´sume maintenant nos calculs :
The´ore`me 2.4. L’e´galite´
T (Θ,OΘ) = (−1)
g(
g + 3
2g + 2
)ĉ1(ω)−
(−1)g
(g + 1)
g−1∑
l=1
Hl
− 2(−1)g
[ g
2
−1]∑
k=0
(
g
2k + 1
)(
ζ ′Q(−1− 2k) + ζQ(−1− 2k)H2k+1
)
− log(
g(g − 2) · · · (1 + (1 + (−1)g)/2)
(g − 1)(g − 3) · · · (1 + (1− (−1)g)/2)
)
est ve´rifie´e.
Cette dernie`re e´galite´ implique notamment qu’il existe un nombre entier l ∈ N∗, un
nombre re´el C et une forme modulaire µ pour le groupe d’Igusa Γ(1, 2), tels que
exp(T (Θ,OΘ))
l = ‖C · µ‖
2l(−1)g+1(g+3)/(2g+2)
Pet (4)
et que µ est de´finie sur Q. L’e´galite´ (4) est une forme affaiblie de la premie`re partie de
la Conjecture 6.1 de Yoshikawa dans [22]. Une autre conse´quence de l’e´galite´ (4) est
une forme affaiblie de la premie`re assertion du « Main Theorem » dans l’introduction
de [22]. Dans les deux cas, il s’agit d’une forme affaiblie parce que le nombre l n’est
pas effectif et que le groupe d’Igusa Γ(1, 2) est plus petit que le groupe de Siegel.
Remarque. Il est probable que le nombre l peut eˆtre de´termine´ en faisant usage dans
les calculs ci-dessus du the´ore`me d’Adams-Riemann-Roch arithme´tique de´montre´ dans
[19] (qui tient compte des phe´nome`nes de torsion) plutoˆt que du the´ore`me de Riemann-
Roch arithme´tique. Nous n’avons cependant pas effectue´ ce calcul.
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3 Les formes modulaires d’Igusa « produit des
theˆta constantes paires »
Les formes modulaires de´crites via la torsion analytique de OΘ dans la dernie`re section
co¨ıncident avec la forme modulaire d’Igusa « produits des fonctions theˆta paires »
lorsque g = 2, 3 (cf. [22, apre`s le « Main Theorem » ]). On peut se demander si
ces dernie`res formes modulaires peuvent aussi eˆtre interpre´te´es via le the´ore`me de
Riemann-Roch arithme´tique. Nous allons montrer dans cette section qu’une pareille
interpre´tation est possible. Le the´ore`me de Riemann-Roch arithme´tique est ici applique´
a` O(Θ) - il s’agit alors d’un cas particulier de la « formule cle´ » de Moret-Bailly.
On continue avec les meˆmes hypothe`ses que dans la section 2. On suppose de plus que
Θ est syme´trique, i.e. invariant par l’action de l’inversion [−1] du sche´ma en groupes
A/B. Par ailleurs, on suppose que 2 est inversible sur B.
Le the´ore`me du cube (cf. par ex. [4, 4.1.23]) implique que
8 · ĉ1(O(Θ)|A[−1]) = 8 · ĉ1(u
∗O(Θ)).
Par ailleurs, la formule cle´ de Moret-Bailly (cf. [14, Th. 3.3]) dit que
8 · ĉ1(u
∗O(Θ)) = 4 · ĉ1(ω) + 2g log(4π).
On en de´duit que 8 · ĉ1(O(Θ)|A[−1]) = 4 · ĉ1(ω). Comme Θ est lisse sur B, le sche´ma
Θ[−1] des points fixes de [−1] dans Θ est re´gulier et donc ouvert dans A[−1]. Soit
g : A[−1]\Θ[−1] → B le morphisme de structure. On cherche a` calculer
g∗(ĉ1(O(Θ)|A[−1]\Θ[−1])).
Vu que le fibre´ en droites O(Θ) est canoniquement trivialise´ sur A[−1]\Θ[−1], on est
ramene´ a` un calcul analytique sur une fibre complexe arbitraire de A → B. Nous en
fixons une et la nommons A. Nous rappelons l’expression explicite de la me´trique de
Moret-Bailly de O(Θ) donne´e dans [14, Par. 3, (3.2.2)]. Si Ω est une matrice g × g
complexe du demi-plan de Siegel repre´sentant A, on dispose de la formule
‖sΘ(z)‖ = det(ℑ(Ω))
1/4 exp(−πty(ℑ(Ω))−1y)|θ(z,Ω)|
ou` θ(z,Ω) est la fonction θ de Riemann associe´e a` Ω, z = x + iy et sΘ est la sec-
tion canonique de O(Θ), restreinte a` A. Si on utilise la formule de changement de
coordonne´es
x+ iy = x1 +Ω(y1) = (x−ℜ(Ω)(ℑ(Ω))
−1y) + Ω((ℑ(Ω))−1y)
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on peut re´e´crire, en utilisant la syme´trie de ℑ(Ω),
‖sΘ(z)‖ = det(ℑ(Ω))
1/4 exp(−πty1ℑ(Ω)y1)|θ(z,Ω)|.
On calcule maintenant
g∗(ĉ1(O(Θ)|A[−1]\Θ[−1])) = −2 log |
∏
a,b
det(ℑ(Ω))1/4 exp(−πtaℑ(Ω)a)θ(Ω(a) + b,Ω)|
= − log |det(ℑ(Ω))|2
2g−2+2g−2 − log |
∏
θ
[a
b
]
(0,Ω)|2
=: − log ‖χg(Ω)‖
2
Pet,
ou` χg(·) est la forme modulaire d’Igusa « produit des theˆta constantes paires » (cf.
[16, chap. II]) et ‖ · ‖Pet est la norme associe´e a` la me´trique de Petersson. La somme
porte sur les couples (a, b) ∈ Qg tels que a, b ∈ {0, 1/2} et tels que θ
[a
b
]
(0,Ω) 6= 0.
Il y a 22g − 2g−1(2g − 1) = 22g−1 + 2g−1 tels couples. Ceci re´sulte par exemple de la
formule de Lefschetz habituelle applique´e a` [−1] agissant sur ΘC|A. Par ailleurs,
8 · g∗(ĉ1(O(Θ)|A[−1]\Θ[−1])) = 4 · (2
2g−1 + 2g−1)ĉ1(ω) + 2g · (2
2g−1 + 2g−1) log(4π)
ce qui implique la
Proposition 3.1. L’e´galite´
(22g−2 + 2g−2)ĉ1(ω) +
g
4
(22g−1 + 2g−1) log(4π) = − log ‖χg(Ω)‖
2
Pet
est ve´rifie´e.
Supposons a` pre´sent que S est le spectre d’un anneau de Dedekind et affaiblissons les
hypothe`ses pre´ce´dentes en supposant seulement que Θ est lisse au-dessus d’un ouvert
non-vide V de B. Supposons de plus que B = S et que le sche´ma Aι est la re´union
disjointe de 22g sections B → A.
Soit maintenant
Z := Zar(A[−1],V \Θ[−1],V )
l’adhe´rence sche´matique de A[−1],V \Θ[−1],V . On cherche alors a` calculer
g∗(ĉ1(O(Θ)|Z)).
Soit u1, . . . , u(22g−1+2g−1) une e´nume´ration des sections formant Z. Une variante du
calcul fait plus plus haut donne alors la
Proposition 3.2. L’e´galite´
(22g−2 + 2g−2)ĉ1(ω) +
g
4
(22g−1 + 2g−1) log(4π)
=
22g−1+2g−1∑
j=1
∑
P∈uj∩Θ
longOA,P (Ouj∩Θ) · π∗(P )− log ‖χg(Ω)‖
2
Pet
est ve´rifie´e.
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4 Les formes modulaires de Yoshikawa de deuxie`me
type
On se donne un sche´ma re´gulier et inte`gre B, quasi-projectif sur un anneau arithme´tique
D de corps de fractions K. On se donne e´galement un sche´ma inte`gre et re´gulier T et
un morphisme projectif, plat f : T → B tel que fK : TK → BK est lisse. On notera
B := BK (resp. T := TK) la fibre ge´ne´rique de B (resp. T ) sur D.
On suppose que T est un sche´ma en surfaces K3 sur B. Par de´finition, cela signifie
que les fibres ge´ome´triques de fK sont des surfaces K3. On munit TC d’une structure
de fibration Ka¨hlerienne ν. On suppose aussi que le morphisme d’adjonction
f∗f∗ω → ω
est un isomorphisme. Munissons ω de la me´trique induite par la structure de fibration
Ka¨hlerienne et f∗f∗ω de la me´trique image re´ciproque par f de la me´trique L
2. On
e´crira η pour la classe secondaire c˜h(F) de la suite exacte de fibre´s
F : 0→ f∗f∗ω → ω → 0→ 0
munie de ces me´triques. On notera ηg la restriction de cette classe a` Tg,C. On suppose
aussi qu’il existe un automorphisme d’ordre 2 de T sur B. Par ailleurs, on suppose que
2 est inversible sur D. On dispose ainsi d’une action de µ2 sur T . On note g l’action
de l’automorphisme sur T (C). On suppose e´galement que la fibration Ka¨hlerienne est
e´quivariante pour l’action de g et que le morphisme Tµ2 → B est lisse.
On applique la formule de Lefschetz arithme´tique au morphisme f , a` l’action de µ2
sur T et au fibre´ trivial O := OT muni de sa me´trique triviale. On note N le fibre´
conormal de Tµ2 dans T et on le munit de la me´trique induite par la structure de
fibration Ka¨hlerienne. On obtient
ĉ1,µ2(R
0f∗O)− ĉ1,µ2(R
1f∗O) + ĉ1,µ2(R
2f∗O)
= f∗(T̂dµ2(Tf))
[1] −
∫
Tµ2/B
Tdg(TfC)Rg(TfC) + Tg(O).
On calcule dans ĈH
62
(Tµ2)Q :
T̂dµ2(Tf) = ĉhµ2(1−N)
−1T̂d(Tfµ2)
=
1
2
(1 +
1
2
ĉ1(N) +
1
4
ĉ1(N)
2)−1T̂d(Tfµ2)
=
(1
2
−
1
4
ĉ1(N )
)
T̂d(Tfµ2)
Par ailleurs, dans ĈH
62
(Tµ2)Q, on a T̂d(Tfµ2) = 1 −
1
2 ĉ1(ωµ2) +
1
12 ĉ1(ωµ2)
2, ou` ωµ2
est le fibre´ des diffe´rentielles relative de Tµ2 sur B, muni de la me´trique induite. La
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partie de degre´ 2 de T̂dµ2(Tf) est donc la partie de degre´ 2 de l’expression(1
2
−
1
4
ĉ1(N )
)(
1−
1
2
ĉ1(ωµ2) +
1
12
ĉ1(ωµ2)
2
)
qui est
1
8
ĉ1(N)ĉ1(ωµ2) +
1
24
ĉ1(ωµ2)
2. (5)
On rappelle qu’on dispose d’une suite exacte e´quivariante
0→ N → Ω→ ωµ2 → 0
sur Tµ2 . Pour des raisons de rang, cette suite est isome´triquement scinde´e. On a donc
ĉ1(N) = f
∗
µ2 ĉ1(f∗ω)− ηg − ĉ1(ωµ2)
dans ĈH
1
(Tµ2). On peut donc e´valuer l’expression (5) comme
1
8
(
f∗µ2 ĉ1(f∗ω)−ηg−ĉ1(ωµ2)
)
ĉ1(ωg)+
1
24
ĉ1(ωµ2)
2 =
1
8
f∗µ2 ĉ1(f∗ω)ĉ1(ωµ2)−
1
12
ĉ1(ωµ2)
2−
1
8
c1(ωµ2)ηg.
Par ailleurs, on calcule∫
Tg/B
Tdg(TfC)Rg(TfC)
= −2
∫
Tg/B
(
(2ζ ′Q(−1,−1) + ζQ(−1,−1))c1(N) + (2ζ
′
Q(−1) + ζQ(−1))c1(ωg)
)
= −2
∫
Tg/B
(
(6ζ ′Q(−1) + (3 − log(16))ζQ(−1))c1(N) + (2ζ
′
Q(−1) + ζQ(−1))c1(ωg)
)
= −2
∫
Tg/B
(
− (6ζ ′Q(−1) + (3− log(16))ζQ(−1)) + (2ζ
′
Q(−1) + ζQ(−1))
)
c1(ωg)
= −2
∫
Tg/B
(
− 4ζ ′Q(−1) + (log(16) − 2)ζQ(−1)
)
c1(ωg)
= −2G
(
− 4ζ ′Q(−1) + (log(16) − 2)ζQ(−1)
)
ou` G est une fonction localement constante sur B(C). En un point P ∈ B(C), G vaut∑
C⊆Tg,P (C)
(2 · genre(C)− 2)
ou` la somme porte sur les composantes connexes C de la fibre Tg,P (C) de Tg(C) au-
dessus de P . Pour re´sumer, on obtient
ĉ1,µ2(R
0f∗O)− ĉ1,µ2(R
1f∗O) + ĉ1,µ2(R
2f∗O)
=
G
8
ĉ1(f∗ω)−
1
12
fµ2∗ĉ1(ωµ2)
2 + 2G
(
− 4ζ ′Q(−1) + (log(16) − 2)ζQ(−1)
)
+ Tg(O)−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωg)ηg.
Ceci implique en particulier le
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The´ore`me 4.1. Supposons que toutes les fibres ge´ome´triques de f sont des surfaces
K3, alors on a
− log |
1
d!(2π)d
∫
T/B
νd| =
G− 8
8
ĉ1(f∗ω)−
1
12
f∗ĉ1(ωµ2)
2 + 2G
(
− 4ζ ′Q(−1) + (log(16) − 2)ζQ(−1)
)
+ Tg(O)−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)ηg.
On remarquera que si Tg est vide, on a
− log |
1
d!(2π)d
∫
T /B
νd|+ ĉ1(f∗ω) = Tg(O).
sous les hypothe`ses du the´ore`me 4.1. On peut exprimer la quantite´ 112fg∗ĉ1(ωµ2)
2 du
The´ore`me 4.1 au moyen de la torsion analytique des fibres de Tg(C) sur B(C), via le
the´ore`me de Riemann-Roch arithme´tique. On obtient
1
12
fµ2∗ĉ1(ωµ2)
2 = f∗(T̂d(T /B))
[1] = −T (Og)− log |
1
dg!(2π)dg
∫
Tg/B
ν
dg
g |+ ĉ1(fµ2∗ωµ2)
−
∫
Tg/B
(2ζ ′Q(−1) + ζQ(−1))c1(ωµ2)
dans ĈH
1
(B)Q. Si l’on juxtapose cette dernie`re expression a` celle du The´ore`me 4.1, on
obtient
ĉ1(fg∗ωµ2) +
8−G
8
ĉ1(f∗ω)
= Tg(O) + T (Og)−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)ηg + log |
1
d!(2π)d
∫
T/B
νd|+ log |
1
dg!(2π)dg
∫
Tg/B
ν
dg
g |
+ 2G
(
− 4ζ ′Q(−1) + (log(16) − 2)ζQ(−1)
)
+
∫
Tg/B
(2ζ ′Q(−1) + ζQ(−1))c1(ωµ2)
= Tg(O) + T (Og)−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)ηg + log |
1
d!(2π)d
∫
T/B
νd|+ log |
1
dg!(2π)dg
∫
Tg/B
ν
dg
g |
− 6Gζ ′Q(−1)−
2G
3
log(2) +
G
4
sous les hypothe`ses du The´ore`me 4.1. On suppose maintenant que D = C ; les hy-
pothe`ses du The´ore`me 4.1 sont alors automatiquement satisfaites. Supposons par
ailleurs que f∗ω a une section analytique trivialisante de norme L
2 constante. Ceci
est le cas par exemple si la famille T est munie d’un marquage (cf. [23, Par. 1.2 (b)]
pour cette notion). Soit κ un entier tel que le fibre´ f∗ω
⊗(8−G)κ ⊗ (det fµ2∗ωµ2)
⊗8κ est
trivial. Le fibre´ (det fµ2∗ωµ2)
⊗(−8κ) est alors analytiquement trivial. Il existe donc t
une section analytique trivialisante de (det fg∗ωg)
⊗8κ satisfaisant l’e´galite´
|t|
− 1
4κ
L2
= eTg(O) · eT (Og) · |
1
d!(2π)d
∫
T/B
νd| · |
1
dg!(2π)dg
∫
Tg/B
ν
dg
g | · exp(−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)ηg)
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E´crivons Vol(Tg) := |
1
dg!(2π)dg
∫
Tg/B
ν
dg
g | et Vol(T ) := |
1
d!(2π)d
∫
T/B ν
d|. Soit r+ (resp.
r− la dimension du sous-espace de H
2(T (C)b,C) invariant par ι (resp. celui ou` ι agit
par −1) ; b est un e´le´ment ge´ne´rique de B(C). Remarquons que par la formule du point
fixe holomorphe et la formule de Gauss-Bonnet ge´ne´ralise´e (cf. [21, Example 3.8, chap.
III, sec. 3, p.96] pour cette dernie`re), on a l’e´galite´
1− 0 + r+ − r− + 0− 1 = −G
et par ailleurs, le formulaire [2, VIII, 3.] nous assure que r+ + r− = 22. On en de´duit
que
G = 20− 2r+.
On reprend maintenant l’expression pour |t|
− 1
4κ
L2
et on calcule
eTg(O) · eT (Og) ·Vol(T ) · Vol(Tg) · exp(−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)ηg)
= eTg(O) · eT (Og) ·Vol(T ) · Vol(Tg) · exp
(
−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)(ηg + log |Vol(T )|)
)
· Vol(T )
G
8
= eTg(O) · eT (Og) ·Vol(T )G/8+1 · Vol(Tg) · exp
(
−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)(ηg + log |Vol(T )|)
)
.
Par ailleurs, on a
G/8 + 1 =
G+ 8
8
=
20− 2r+ + 8
8
=
14− r+
4
et on conclut que
|t|
− 1
4κ
L2
= eTg(O) · eT (Og) · Vol(T )
14−r+
4 · Vol(Tg) · exp
(
−
1
8
∫
Tg/B
c1(ωµ2)(ηg + log |Vol(T )|)
)
Il s’agit de l’e´galite´ du the´ore`me principal [23, Main Th., Introduction] de Yoshikawa.
5 Appendice : une formule du point fixe sin-
gulie`re conjecturale en the´orie d’Arakelov
Soit D un anneau arithme´tique d’anneau de fractions K et supposons que D est
re´gulier. Soit f : X → Spec D un sche´ma inte`gre, projectif sur D, dont la fibre sur
K est lisse. Soit h : Z → Spec D un sche´ma inte`gre et re´gulier, projectif sur D,
dont la fibre sur K est lisse. Soit j une D-immersion ferme´e X →֒ Z. On munit Z
d’une me´trique Ka¨hlerienne ωZ et on munit X de la structure ωX induite. On se
donne un nombre entier n > 1 et des structures µn-e´quivariantes sur X et Z telle
que f, h, j soient µn-e´quivariants et que la structure ωZ soit µn(C)-invariante (D est
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suppose´ muni de la structure e´quivariante triviale). Soit enfin R(µn) = Z/(1 − T n)
le groupe de Grothendieck des µn-comodules de type fini sur Z. On choisit un racine
primitive n-ie`me de l’unite´ ζn et une R(µn)-alge`bre R telle que les e´le´ments 1 − T
k
(k = 1, . . . , n− 1) sont inversibles dans R.
Soit N le fibre´ conormal de l’immersion Zµn →֒ Z. Soit enfin
∑
i riEi une R combi-
naison line´aire finie de fibre´s hermitiens sur Zµn tels que
∑
i riEi = (Λ−1(N))
−1 dans
K̂µn0 (Z)⊗R(µn) R.
Soit E un fibre´ hermitien µn-e´quivariant sur X.
On remarque que l’immersion XC →֒ ZC est re´gulie`re et on a donc
TorkOZ (j∗E,OZµn )C ≃ jC∗(Λ
k(F )⊗ EC),
ou` F est un fibre´ localement libre de´fini sur Xµn,C par la suite exacte
F : 0→ F → NZµn,C/ZC → NXµn,C/XC → 0
(voir [10, Exp. VII, Prop. 2.5]). Nous munissons le fibre´ F de la me´trique induite par
NZµn/Z .
Pour tout l > 0, les fibre´s cohe´rents Rlh∗(Ei ⊗ Tor
k
OZ
(j∗E,OZµn )) (qui sont locale-
ment libres sur la fibre ge´ne´rique) peuvent eˆtre munis de me´triques hermitiennes via
l’isomorphisme naturel
Rlh∗(Ei ⊗ Tor
k
OZ
(j∗E,OZµn ))C ≃ R
lfC∗(j
∗(Ei,C)⊗ Λ
k(F )⊗ EC)
Par abus de notation, on notera Rlh∗(Ei ⊗ Tor
k
OZ
(j∗E,OZµn )) le fibre´ cohe´rent her-
mitien sur D (« hermitian coherent sheaf » en anglais) correspondant.
Conjecture 5.1. L’e´galite´∑
l>0
(−1)lRlf∗(E)− Tg(E) =
∑
i
ri
∑
l,k>0
(−1)l+kRlh∗(Ei ⊗ Tor
k
OZ (j∗E,OZµn ))
+
∫
Xµn
chg(EC)T˜dg(F)Td
−1
g (F )
−
∫
Xµn
chg(EC)Tdg(TXC)Rg(NXµn,C/XC)
est ve´rifie´e dans K̂µn
′
0 (D)⊗R(µn) R.
Cette conjecture est inspire´e par la formule [20, Th. 3.5].
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